Funktionentheorie A

K. Hulek

§1 Holomorphe Funktionen

Die wichtigsten Objekte dieser Vorlesung sind die holomorphen Funktionen.
Es sei U C C offen, f: U — C eine Abbildung und zg € U ein Punkt.

Definition (i) Die Funktion f heifit im Punkt zy komplex differenzierbar,
falls der Grenzwert

f/(ZO) — }Lli)% f(ZO + h}z B f(Z())

existiert. Dann heifit f/(zg) die (komplexe) Ableitung von f im Punkt zo.
(ii) Die Funktion f heifit holomorph, falls f in jedem Punkt von U komplex
differenzierbar ist, und falls die Abbildung

fU—=C, 2z f'(20)
stetig ist.

Bemerkung Holomorphe Funktionen sind also das Analogon zu C''-Funk-
tionen im Reellen. Spéater werden wir sehen, dafl die Stetigkeit der Ableitung
aus der komplexen Differenzierbarkeit folgt. Hier liegt ein grofler Unter-
schied zwischen dem Reellen und dem Komplexen vor.

Satz 1.1 Es seien f und g holomorphe Funktionen.
(i) Dann sind auch f + g und fg holomorph. Es gilt

(f+9) =1+

(fg)'=fg+4d'F.
(i) Ist g(z) # O fir alle z € U, so ist auch f/g holomorph, und es gilt

<[>' _fl9—fg
g 9P

Beweis. Wortlich wie im reellen Fall. O

Beispiel (i) f(2) =2, fl(z)=1



(ii) Polynome P(z) = >_}_, axz", a) € C sind stets holomorphe Funktio-
nen mit Ableitung P’(z) = S 1_, kagz*"1.

Satz 1.2 Es seien f: U — V und g : V. — C holomorphe Funktionen.
Dann ist auch die zusammengesetzte Funktion gof : U — C eine holomorphe
Funktion und es gilt die Kettenregel

(go f)(z) =g (f(2) [ (2).
Beweis. Wortlich wie im reellen Fall. O

Die wichtigsten nicht-trivialen Beispiele fiir holomorphe Funktionen sind
konvergente Potenzreihen. Wir betrachten zunéchst Potenzreihen um den
Ursprung;:

o
f(z) = Z anz".
n=0
Es sei p der Konvergenzradius dieser Potenzreihe und
U:={zeC;|z| <p}.
Dann ist (vgl. die Analysisvorlesung)
f:U—-C

stetig. Auflerdem besitzt die Potenzreihe
o0
Z naypz" ! ( formale Ableitung)
n=1

ebenfalls den Konvergenzradius p und ist auf U stetig.

Satz 1.3 Die Funktion f : U — C ist holomorph mit Ableitung
f'(z) = Znanznfl.
n=1

Beweis. Wir haben zu zeigen: Ist z € U und € > 0, so gibt es § > 0 mit

flz+h) = f(z)

A0

<e fiir |h| <.

Das heifit, dafl wir den folgenden Ausdruck abschitzen miissen:




Wir betrachten dazu

+Rh)—2" _ n _
(z ;L A} 1‘ < ﬁzzz2 (k) \h\k\z|” k

= (i () ) o

(%)

< n(n—1) (|| +[20)" 7 |A].
Die letzte Ungleichung gilt, da sich die Binomialkoeffizienten bei |h|¥~2|z|?*
wie folgt vergleichen:

LS : (Z) RS :n(n—1) (Z:;) — k(k—1) <Z> > <Z>

Also gilt:

Fth -6,
TEEBZIE  pe

< |h| Y- n(n = Dag(h] + [2)" 2.

n=2

Dies fithrt uns dazu, die zweite formale Ableitung von f, nédmlich
o
"(z) = Zn(n —Da,z"2
n=2

zu betrachten. Der Konvergenzradius ist wieder p. Wie wéhlen nun ein
r > 0 mit |z| < r < p. Dann gibt es wegen der absoluten Konvergenz der
zweiten formalen Ableitung ein N, so daf

o

Z n(n — 1)|an|r”_2

n=N+1

()

<5
r< =
2

Andererseits ist Zfl\;o anz™ ein komplexes Polynom, also holomorph. mit
Ableitung Zivzl na,z""'. Nun wihle man 6 > 0 so klein, da8

(i) |h|+ |2| <7 fir |h| <0
(ii) ‘zﬁzo g, EEIZE N nanz”_l‘ < £ fiir |h] < 6.

Dann gilt fiir || < J:

fe+h)—fz) o (z+h)"—2" n
h - f (Z) < T;)an h - ;nanz 1
N Z an(z—i—h)n_z B Z na, " ‘
n=N-+1 h n=N+1




o

+1 D ann(n—1)(h] + [2))" 2| |h| < e.
n=N+1

I3
< =
-2

Hierbei folgt das erste Ungleichheitszeichen aus der Dreiecksungleichung,
das zweite aus (ii) und (*) und die letzte Ungleichung schlielich aus (i)
(womit auch |h| < r folgt) und (**). O

Korollar 1.4 Die Potenzreihe f(z) = Y -7 an(z — 20)™ habe Konvergenz-
radius p. Dann ist f auf U = {z € C; |z — 29| < p} holomorph mit Ableitung

o0
3 nan(z — z0)" L
n=1

Beweis. Dies folgt sofort durch Anwendung der Translation z — z42p. O

Beispiel (1) Die Exponentialfunktion
ezzzz—; (*) =¢e* (z € C).

(2) Sinus und Cosinus, deren Reihenentwicklung aus der Analysis bekannt
sind:

> 2n+1
sinz:Z(—l)"m; sin’ z = cos 2
n=0 )
o0 o2n
cosz:Z:(—l)"(2 )'; cos' z = —sin z.
n)!
n=0

Definition Eine Funktion f, die auf ganz C definiert und dort holomorph
ist, heiffit auch ganze Funktion.

§2 Geometrische Deutung

Wir betrachten den Isomorphismus

lIIZ

R2 C
(x,y) +— z+iy.

Ferner betrachten wir fiir festes zg € C die C-lineare Abbildung

CcC — C

z = Zp2.

Wir wollen die lineare Abbildung, die durch Multiplikation mit zo gegeben
wird, genauer verstehen. Es sei zyp = a4+ b mit a,b € R. Unter dem Isomor-
phismus C =2 R? liefert die Multiplikation mit zy eine R-lineare Abbildung



¢ :R? - R?, d.h. man hat ein Diagramm

R2 L)RQ

H

c =, C.

Es gilt fiir z = x 4 1y, daB
z=(x+1y) — 20z = (a + ib)(z + iy) = (ax — by) + i(bx + ay).

Das heifit also, daB beziiglich der kanonischen Basis von R? die lineare Ab-
bildung ¢ durch die Matrix
a —b
G )

beschrieben wird. Man kann diese Matrix auch wie folgt schreiben:

a —b
a —b) 2 2 | Vaztz  Vazio?
(b a > = Vet ( : ==

VaZ+2 VaZ+b2

Hierbei ist |z0| = Va? + b? und die verbleibende Matrix hat Determinante
1. Man priift sofort nach, daf§ dies ein Element der speziellen orthogonalen
Gruppe SO(2) ist. Anders ausgedriickt:

a —b\ [cosp —sing
<b a> - <sin90 Ccos > ’
wobei 7 = Va2 +b? und 0 < ¢ < 27. Der Zusammenhang mit der Zahl
2o ist, daB zp = re’?. Das heiBt also, daB die Multiplikation mit 2y einer
“Drehsteckung’ entspricht.
Wir betrachten nun eine offene Menge U C R? = C und hierauf eine

Funktion f : U — R? = C, die wir als komplexe Funktion oder aber als
reelle Abbildung auffassen konnen. Wir kénnen diese in der Form

f=u+iv; wu,v:U—R

schreiben. Dann nennt man u den Realteil, und v heifit der Imagindrteil der
Funktion f. Als Abbildung nach R? haben wir f = (u,v).

Bekanntlich heifit die Funktion f (total) differenzierbarim Punkt zg € U,
wenn es eine lineare Abbildung A : R? — R? gibt, mit

f(z0+ &) = f(20) + AL + (&)

mit lim 28 = 0. D.h., daB} die Funktion f im Punkt zg linear approxomier-

i—o 1€
bar ist. Die lineare Abbildung A wird durch eine Matrix D f(zg) dargestellt,



die das Differential von f im Punkt zg heiit. Ist f = (u,v) stetig partiell
differenzierbar, so gilt

Ou/dx Ou/dy
v/dx Ov/dy)

Satz 2.1 Die Funktion f ist genau dann in zg komplex differenzierbar wenn

fin zo (total) reell differenzierbar ist und D f(zp) eine Drehstreckung ist,

d.h. durch Multiplikation mit einer komplexen Zahl gegeben wird. Dies ist
dann die (komplexe) Ableitung f'(z).

Beweis. ,=“ Es sei

£(z) = lim f(z0 +h) = f(20)

h—0 h

also
f(z0 4+ h) = f(z0) + f'(20)h + (h)
wobei ¢(h) durch diese Gleichung definiert wird. Es gilt

iy 2 g f(zo+h)—=f(z0)—f(20)h | _
fim 5 = iy ( il ) -

(255 ) () o
(Hierbei verwenden wir, daf§ h/|h| beschrinkt ist.) Dies zeigt, daf f reell
total differenzierbar ist, und dal die approximierende lineare Abbildung
gerade duch Multiplikation mit der komplexen Zahl f’(z2¢) gegeben wird.
<% Es sei umgekehrt D f(zp) durch Multiplikation mit der komplexen Zahl
w € C gegeben. Dann gilt

f(z0+h) = f(20) + wh + ¢(h)

also
_f(z0+h) — f(20) . ¢(h) . ¢(h) |h|
ho0 h W T T T h
also ist f komplex differenzierbar. O

Korollar 2.2 Die Funktion f ist genau dann holomorph wenn f stetig reell
differenzierbar ist und wenn zusdtzlich gilt

ou Ov ov ou

dr Oy 0r Oy

Definition Diese Gleichungen heiflen die Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen.



Beweis. Das totale Differential der Abbildung f wird durch die folgende

Matrix gegeben:
Ou/dx Ou/dy
ov/0x 0Ov/dy

Nun ist f genau dann holomorph, wenn dies in jedem Punkt von der Form
Ou/dx Ou/dy a —b
ov/dx 0Ov/dy \b a

Ou  Ov ou v

dr 9y’ dy Oz
gilt. O

ist, also wenn

Definition Eine reelle Funktktion ¢ : R> — R heit harmonisch, wenn

2 2
ag= (2 + Lyg) =o0.

Der Operator A heifit der Laplace - Operator.

Korollar 2.3 Ist f: U — C holomorph und zweimal stetig differenzierbar,
so sind Real- und Imagindrteil von f harmonische Funktionen.

Bemerkung Wir werden spéter sehen, dal die Voraussetzung zweimal
stetig differenzierbar iiberfliissig ist.

Beweis. Zunéchst folgt aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen, dafl

0%u B v
dx?  dydx
und
v 0%
ordy  Oy?’
Da f zweimal stetig differenzierbar ist, gilt
v
0xdy  Oydz’
also
0%u 0%u
022~ oy?
d.h. w ist harmonisch. Die Aussage fiir v beweist man analog. O



Definition Eine Funktion f : U — C heifit eine konforme Abbildung, falls
f holomorph und f’(zg) # 0 ist fiir alle zg € U.

Die Interpretation dieses Begriffes ist die folgende: die Funktion f :
U — R? = C ist stetig differenzierbar, und in jedem Punkt ist D f(zg) eine
Drehstreckung, d.h. orientierungs- und winkelerhaltend.

Wirtinger Kalkiil

Definition Eine Funktion f : C — C heifit C-antilinear, falls fiir alle
21,29, A, pu € C gilt

F(Az1 + pzo) = Af(z1) + if (22).

Bemerkung Jede C-antilineare Funktion f : C — C ist von der Form
f(2) = aZ fiir ein festes a € C. (Dies folgt, da f(z) = f(z-1) = 2f(1) gilt.)

Satz 2.4 Jede R-lineare Abbildung

A:<a b>2R2—>R2
c d

laft sich auf genau eine Weise als Summe einer C-linearen und einer C-
antilinearen Abbildung schreiben, d.h. zu A gibt es eindeutig bestimmte
komplexe Zahlen A1, Ay € C, so daf$ fiir alle z € R? = C gilt

Az = A1z + AsZ.

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dal die Abbildung z — Ajz+ Aoz R-linear
ist, da fiir A € R gilt

Az + AQE = A1)z + Ax)\zZ = /\(Alz + AQZ).

Eine R-lineare Abbildung R? — R? wird durch die Werte auf einer Basis
festgelegt, etwa auf 1 = (1,0) und 7 = (0,1). Es gilt

Al = (a,¢) = a+ic
Ai = (b,d) = b+ id.

Dies ergibt die Beziehungen

A1+A2:a—|—ic
i(A] — Ag) = b+1id,

also nach Aufl"sung des linearen Gleichungssystems

a+d c—b a—d b+c
Al— 9 +7/2,A2— 9 +22.



Bemerkung Die Abbildung A ist offenbar genau dann C-linear, wenn gilt
Ay =0.

Wir konnen nun die reelle Differenzierbarkeit anders beschreiben.

Satz 2.5 FEine Funktion f : U — C ist in zo € U genau dann reell differen-
zierbar, wenn es A1, Ao € C und eine in zy stetige Funktion r : U — C gibt,
so daff r(zp) = 0 und fir alle z € U gilt

f(2) = f(20) + A1(z — 20) + A2(Z — Z0) + 7r(2)]2 — 20].
Definition Man setzt

— of
&(2’0) = Al, 62

und nennt dies die Wirtingerableitungen von f im Punkt zg.

(20) = A27
Mit Hilfe der Jacobi-Matrix

a b\  (ug uy
c d) \vg vy

ergibt sich dann aus dem Beweis von Satz 2.4, daf3

of I Vg — Uy 1 )
of  uz—wy Vg +uy 1 ,
5z — 2 T iTg = letify)

Bemerkung Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind dem-
nach dquivalent zu
of _

0z

Wir konnen dies so zusammenfassen:

0.

Satz 2.6 Fir eine Funktion f: U — C sind dquivalent:
(i) f ist in zo komplez differenzierbar,

(ii) f ist in zo reell stetig partiell differenzierbar, und es gilt

of

55 (70) = 0.

Bemerkung Ist f in zy komplex differenzierbar, so gilt

7o) = L) = 5 (L) - G )



§3 Der Cauchysche Integralsatz

Die in der Funktionentheorie meist vorkommenden Integrale (insbesondere
im Cauchyschen Integralsatz) sind , Kurvenintegrale ‘‘und wie folgt defi-
niert:

Definition Sei U C C, f : U — C stetig und = : [tg,t1] — U eine 1-mal
stetig differenzierbare Kurve. Dann definieren wir:

/}@m%—/&wwMWMt
Y to

Ist v nur stiickweise stetig differenzierbar, d.h. ~ : [tg, 1] — U ist stetig
und es gibt tg =79 < ... < T, = t1, so daB v; := v|[;_1, 73] jeweils C!, d.h.
stetig differenzierbar ist, dann setzt man

/f(z)dzzzn:/f(z)dz.
v =1y,

Beispiel (1) Wir betrachten die Funktion f(z) = z und den Weg
v:[0,1] — C

t = e27rit

Hierbei handelt es sich um den im mathematisch positiven Sinn durchlaufe-
nen Einheitskreis. Dann gilt

1 1
ff(z)dz — f62mt27ri ethdt — 97i fe4mtdt
Y 0 0

1

= 2mi [(cos4mt + isindnt)dt = 0.
0
(2) Fur die Funktion f(z) = 1/z ergibt sich
1 1
/f(z)dz = /6_2”“2#2'62”“(125 = 27ri/dt = 27i.
0 0

Y

(3) Ist v : [0,1] — U ein stetig differenzierbarer Weg mit Anfangspunkt
7(0) = a und Endpunkt (1) = b und besitzt die Funktion f(z) auf U die
Stammfunktion F(z), so gilt

/ﬂ@WZF@—Fw%

da namlich



Man kann den Cauchyschen Integralsatz auf den Satz von Stokes zuriick-
fithren. Ich mochte jedoch in dieser Vorlesung den elementaren Beweis von
Goursat geben. Damit kann man spéter auch schlieflen, dafl eine komplex
differenzierbare Funktion bereits holomorph ist. In seiner einfachsten Form,
deren Beweis aber schon die ganze Idee enthilt, lautet der Satz so:

Satz 3.1 (Cauchyscher Integralsatz fiir ein Rechteck) Sei U C C
offen, f : U — C holomorph, @ ein ganz in U gelegenes abgeschlosse-
nen achsenparalleles Rechteck und ~y eine den Rand 0Q von @Q einmal (im
mathematisch positiven Sinne) durchlaufende Kurve, die stickweise stetig
differenzierbar ist. Dann ist

Beweis. Man beweist diesen Satz zuerst fiir zwei triviale Spezialfille:
1. Fall: f = 1. Dann ist fiir eine C'-Kurve « : [a,b] — C stets

Ja= | " ()t = A() — A(a),

und fiir unser Rechteck ist daher, wenn wir Namen fiir die Ecken einfithren

Z4 z3

21 zZ2
/dz = y(22) = v(21) +7(23) — v(22) + v(24) — Y(23) +v(21) — ¥(24) =

2. Fall:f(z) = 2. Dann gilt fiir eine C'-Kurve v wie oben:
b b
/ 1 [d 2 1 2 2
(Y (O)dt =5 [ = (v(#)%dt = S ((v(b))” — v(a)))-

Dies folgt, da die 1/222 eine Stammfunktion von z ist. Entsprechend ergibt

sich fiir den Rand eines Rechtecks f zdz = 0.
7y

11



Setzt man die beiden obigen Fille zusammen, so ergibt sich, dafl der
Cauchysche Integralsatz fiir lineare Funktionen ¢g + ¢z gilt, allgemeiner
sogar fiir alle Funktionen f, die auf U eine Stammfunktion F' besitzen.

Den allgemeinen Fall behandelt man nun wie folgt. Wir unterteilen das
Rechteck in vier gleiche Teile wie folgt:

>

Sei (01 dasjenige dieser vier Rechtecke, fiir welches das Integral iiber den
Rand den grofiten Betrag annimmt, und sei ; seine Randkurve. Dann ist

jedenfalls
| / f(2)dz| < 4] / f(2)dzl,
Y Y1

denn die Summe der vier Randintegrale ist gerade [ f(z)dz.
¥
\/ /QZ/ /\
|
gi!

Indem wir induktiv so fortfahren, erhalten wir eine Folge Q@ D @1 D
@2 D ... von Rechtecken mit Randkurven 1,72, ..., und es gilt

| [ el < 2 [ gyl
Y Yn

12



Sei zg der Grenzpunkt dieser Folge von Rechtecken, d.h.

{ZO} = ﬂ Qn

n>1

Nun benutzen wir lediglich, da} f an der Stelle 2y komplex differenzierbar
ist: Sei € > 0. Dann gibt es ein § > 0, so daf

() = f(z0)

zZ— 2

— f'(20)

<e

fiir alle z mit 0 < |z — 2| < § oder:

|f(2) = f(z0) — (2 — 20) f'(20)] < €]z — 20|

fiir alle diese z. Da der Satz fiir lineare Funktionen schon gilt, kénnen wir
schlieflen, daf:

/ f(2)dz = / (F(2) = F(z0) — (= — 20) f'(20))d.

Tn Tn

Den Integranden des Integrals auf der rechten Seite haben wir aber be-
reits abgschétzt. Ist p der Durchmesser und [ der Umfang des Rechtecks
Q, so ist 27"p der Durchmesser und 27" der Umfang des Rechtecks @,,.
Wiéhle nun n so grofl, dal 27"p < §.

Dann ist der Integrand iiberall ldngs v, dem Betrage nach kleiner als
€27 "p, und weil 7, die Lange 27" hat, gilt:

]/f(z)dz\ g4"y/f(z)dz <49,
vy Yn

also | [ f(z)dz| < e p-1 fiir beliebig vorgegebnenes ¢ und damit haben wir
8!

gezeigt, daB8 [ f(z)dz = 0. O
8!
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Satz 3.2 (Cauchyscher Integralsatz fiir Bilder von Rechtecken) Se:
U c C offen, f : U — C holomorph, Q ein abgeschlossenes Rechteck und
@ Q — U eine einmal stetig differenzierbare Abbildung. Sei v wie oben
eine stiickweise stetig diffenrenzierbare Kurve in 0Q, die QQ einmal umlduft.

Dann st
/ f(z)dz = 0.

oy

?

Beweis. Der Beweis ist eine naheliegende Verallgemeinerung des oben gege-
benen Beweises. Das Integral verschwindet jedenfalls wenn f eine Stamm-
funktion hat (F’ = f fiir ein holomorphes F' : U — C), also insbesondere
fiir f(z) = co + c1z. Wir konstruieren wieder Q1 D Q2 D ... wie oben, so
dafl

[ s@ad< e [ e

poy poyn
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ist. Wir miissen jetzt Durchmesser und Umfang von ¢(Q),,) abschitzen. Dies
geht wie folgt: Da @ kompakt und ¢ stetig differenzierbar ist, gibt es eine
Schranke fiir das Differential von ¢, also:

ldp(p)l| < C

fiir alle p € ). Hiermit ist gemeint, dafl die Norm aller Richtungsableitungen
durch die Konstante C' beschrankt ist. Dann ist der Durchmesser von ¢(Q5,)
nicht grofler als Cp2~" und die Lange von ¢ o+, nicht grofler als [(C27". Sei
nun {zp} = ¢((Qr) und € > 0. Wihle § > 0 wie im obigen Beweis, also so,
daB
£ (2) = f(20) = (2 = 20) [ (20)| < €|z = 20|

fiir alle z mit |z — 29| < 0. Wéhle ferner n so da Cp2™" < §. Dann trifft
das insbesondere fiir alle z in ¢(@),) zu und deshalb gilt

|/f(z)dz|g4"y / f(2)dz| < 42727 C?]pe,
oy POYn

also | [ fdz| < C%lpe fiir jedes € > 0. O
oy

Bemerkung Der Beweis benutzt nur die komplexe Differenzierbarkeit von
f, nicht aber die Stetigkeit von f.

Wir werden den obigen Satz oft in der folgenden Situation anwenden:
Es seien «, 3 : [to,t1] :— U C C stetig differenzierbare Wege. Fiir jedes
t € [to, t1] sei der Verbindungsweg

ht : [0, 1] — C
s — (1—=s)a(t)+ sp(t)

ebenfalls in U enthalten.

o
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Dann ist fiir jede holomorphe Funktion f auf U:

/f(Z)dZ—i-/f(z)dz—/f(z)dz—/f(z)dzzo.
hto B hi, o

Dies folgt aus dem eben bewiesenen Satz, da

¢ : [to,t1] x [0,1] = U
(t,s) — (1 —s)a(t) + sp(t)

die Voraussetzung des Satzes erfiillt. Wir werden dies insbesondere auch
dann anwenden, wenn « und (3 geschlossene Kurven sind, d.h. wenn «a(tg) =

a(tr) und B(to) = B(t1) gilt.

Korollar 3.3 Es seien o, : [to,t1] — U stetig differenzierbare Wege mit
gleichem Anfangs- und Endpunkt, d.h. «a(ty) = B(ty) und a(t1) = B(t1).
Ferner sei fiir jeden Punkt t € [to,t1] die Strecke zwischen a(t) und B(t)

ganz in U. Dann gilt
/f(z)dz:/f(z)dz.
a B

[0 /

/

B

Beweis. Dies ist eine direkte Folgerung aus dem obigen. O

Ist zg € C und r > 0, so durchléuft

v :[0,1] — C

t o zp+ re?mit

die Kreislinie um zp mit Radius r im mathematisch positiven Sinn.

16



Schreibweise. Wir verwenden die Bezeichnung
/ f(z)dz = /f(z)dz
|z—z0|=r Y

Korollar 3.4 (Cauchyscher Integralsatz fiir den Kreisring) Es sei f :
U — C eine holomorphe Funktion und 0 < r < R so, daf

{z€eC; r<|z—2| <R} CU.

/ f(2)dz = / f(2)dz.

|z—z0|=r |z—z0|=R

Dann gilt

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der obigen Diskussion, wobei «, (3 die
beiden Kreislinien um zp mit Radius r und R sind und h;, = hy, ist. O

Korollar 3.5 (Cauchyscher Integralsatz fiir die Kreisscheibe) Es sei
f:U — C holomorph und

{z€C; |z—2| <R} CU.

Dann gilt
f(z)dz = 0.

|z—20|=R
Beweis. Aus obigem mit r = 0. O

Bemerkung In den obigen Anwendungen geniigt es vorauszusetzen, daf3
f komplex differenzierbar auf U ist.
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§4 Anwendungen des Cauchyschen Integralsatzes

Satz 4.1 (Cauchysche Integralformel) Es sei f : U — C komplex diffe-
renzierbar und
ac{zeC; |z—2z|<r}cU.

fla) = —— / JE) g

z—Qa
|z—z0|=r

Dann gilt

)

20

Beweis. Aus dem Cauchyschen Integralsatz fiir Bilder von Rechtecken folgt
fiir gentigend kleine € > 0:

/ ), (=) 4.
z—Qa z—Qa
|z—z0|=r |z—al|=¢

Wir betrachten nun den Grenzwert fiir e — 0. Es gilt

lim Mdz = lim / Mdz + lim Mdz.
e—0 z—a e—0 z—a e—0 z—a

|z—al|=e |z—al|=e |z—al=¢

Da f komplex differenzierbar ist, ist der Integrand des ersten Integrals auf
der rechten Seite beschrinkt, es gilt also

lim / W(jz =0.

e—0
|z—a|=¢
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Andererseits gilt

1
Zf — / e 2misedt = 2mif(a)
0

|z—al|=¢
und dies ergibt die Behauptung. O

Wir werden als néchstes zeigen, dafl jede komplex differenzierbare Funk-
tion auf einer offenen Menge lokal in eine konvergente Potenzreihe entwickelt
werden kann. Damit ist jede komplex differenzierbare Funktion holomorph
und sogar beliebig oft stetig komplex differenzierbar.

Satz 4.2 (Potenzreihenentwicklungssatz) Es sei U C C offen und f :
U — C sei komplex differenzierbar. Es sei p > 0, so dafs

{z;]z — 20| < p} C U.

(0.)

Dann gibt es genau eine Potenzreihe Y cn(z —20)", die in einer Umgebung
n=0

von zo die Funktion f darstellt. Der Konvergenzradius dieser Funktion ist

mindestens p und fir die Koeffizienten ¢, gilt

_ 1 f(z)
= om / (z — zp)t! dz
|z—z0|=r

fiir 0 <r <p.
Beweis. Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit einer solchen Potenzreihe,

falls sie existiert. In diesem Fall ist f in einer Umgebung von zg beliebig oft
komplex differenzierbar und fiir die Koeffizienten ¢, mufl gelten

en = T (z0),

insbesondere sind diese Koeffizienten eindeutig bestimmt.

Um die Existenz zu zeigen, konnen wir ohne Einschrdnkung zy = 0
annehmen. Dann gilt nach Satz 4.1 fiir alle z mit |z] < r:
1 1
IO 1,
" 2mi C — z 211 ¢ 1- %
[¢|=r [¢|=r
Da ]
z z
-l=—x<1
¢ T
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folgt aus der Konvergenz der geometrischen Reihe, daf3

Diese Reihe konvergiert fiir festes z gleichmissig auf |(| = r. Da f(()
stetig von ¢ abhingt und |¢| = r kompakt ist, konvergiert auch die Reihe

i f©) (5)”
n=0 C C
gleichméBig auf |¢| = r, und es gilt

27” / ZC?H—I ndC

I¢j=r =0

Wegen der gleichméfiigen Konvergenz folgt

1 f(Q) n
f(z)zz i / CanC o
n=0
[¢]=r
und dies ergibt gerade die Behauptung. O

Korollar 4.3 (Satz von Goursat) Jede komplez differenzierbare Funktion
ist holomorph und beliebig oft stetig komplex differenzierbar.

Satz 4.4 (Mittelwertsatz) FEs sei f: U — C holomorph und es gelte, dafs
{#z;|z — 20| <7} CU. Dann ist

1
/f 20 + re2™ ) dt
0

d.h. f(zo) ist der Mittelwert iiber die Funktionswerte von f auf dem Kreis

{|z — z0] = r}.

Beweis. Es gilt

omire?™dt.

1 /f(zo + re?mit)

Te27rit
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Satz 4.5 (Abschitzung der Taylorkoeffizienten) FEs sei f : U — C
holomorph und {z;|z — 20| < r} C U. Ferner sei |f(z)] < M auf dem Kreis

{|z — 20| = r}. Dann gilt fir die Potenzreihenentwicklung > c,(z — zo)"
n=0
von f um den Punkt zy, dafl

Beweis. Es gilt

und deshalb

O

Satz 4.6 (Liouville) Jede beschrinkte ganze Funktion f: C — C ist kon-
stant.

Beweis. Es sei |f(z)] < M fiir alle z € C. Dann gilt fiir jedes r > 0:
. M
= p 2" mit e, < —.
f(2) nz;)c 2" mit |ep,| o

Da r > 0 beliebig ist, folgt ¢, =0 fiir n > 1, d.h. f(z) = co. a

Satz 4.7 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom von Grad >
1 hat mindestens eine Nullstelle in C.

Beweis. Es sei
f(z)=ap+aiz+ ...+ apz" mit a, #0,n > 1.

Wegen

f(z)zz”(an+ , +-..+zn

gilt ‘ llim |f(2)] = oco. D.h. fiir jedes M € R gibt es ein r > 0 mit |f(z)| > M

an1 )

fiir alle |z| > r. Falls f(z) keine Nullstelle auf C hétte, so wire 1/f(z)
eine auf ganz C holomorphe Funktion, die wegen der obigen Uberlegung
beschrénkt ist. Also mufl nach dem Satz von Liouville 1/ f(z) konstant sein
und damit auch f(z). O

Wir wollen als néchstes das lokale Verhalten von holomorphen Funktio-
nen in der Umgebung von Nullstellen untersuchen.
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Definition Es sei f : U — C holomorph und f(z9) = 0. Dann sagt man,
f hat in zg eine Nullstelle der Ordnung k, falls

F™ () =0firn=0,....k—1, f®(z) #£0.
Beispiel f(z) = c(z — 29)¥, ¢ # 0 hat eine Nullstelle der Ordnung k.

Lemma 4.8 Es sei f : U — C holomorph und f'(z9) # 0. Dann ist f
lokal biholomorph um 2y, d.h. es gibt Umgebungen Uy von zg und Uy von
21 = f(20), so daf flu, : Up — Uy bijektiv ist und g = (f|y,) "' : U — Up
ebenfalls holomorph ist.

Beweis. Aus der Analysis weifl man, dafi es Umgebungen Uy und U; gibt,
so daB fly, : Up — Up bijektiv ist, und so dal g = (f|y,) "' reell stetig
differenzierbar ist. Schreibt man f = u+iv, so ist die Funktionalmatrix von

f von der Form
Uy Uy
Vp Uy )

Die Funktionalmatrix der Umkehrfunktion ist das Inverse dieser Matrix, also

gleich
1 Vy  —Uy
UpUy — UyUp \—Vz Uy

Damit erfiillt auch g die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, ist
also holomorph. O

Ist h(z) eine holomorphe Funktion, die in zy eine einfache Nullstelle hat,
dann besitzt f(2) = h(2)* in 2 eine Nullstelle der Ordnung k. Der niichste
Satz besagt, daf lokal auch die Umkehrung gilt.

Satz 4.9 FEs sei f: U — C eine holomorphe Funktion, die im Punkt zy eine
k-fache Nullstelle besitzt. Dann gibt es eine Umgebung Uy von zy und eine
holomorphe Funktion h : Uy — C, die in zo eine einfache Nullstelle besitzt,
so dajf

f(2) = (h(2)* fiir z € U.

Bemerkung Man kann h(z) lokal als (eine) k-te Wurzel von f(z) verste-
hen. Die Funktion h(z) ist nur bis auf k-te Einheitswurzeln festgelegt.

Beweis. Wir kénnen ohne Einschrédnkung 2y = 0 annehmen. Die Potenzrei-
henentwicklung von f um zg hat die Gestalt

c
f(z) = Ckzk + Ck+12k+1 +...= Ckzk<1 + %z +...)
k

mit ¢ # 0. Wir konnen ¢ = 1 annehmen. Es sei

g(z) =14+ cpp1z2+...,
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also
f(z) = 2"g(2).
Die Aufgabe besteht nun darin, lokal eine k-te Wurzel der Funktion g(z)

zu finden. Dazu stellen wir zunéchst fest, dafl die Funktion z* lokal biholo-
morph um den Punkt 1 ist. Dies folgt aus obigem Lemma (4.8), da

a
dz

Wir wihlen nun Umgebungen U; und Us von 1, so dafl die Abbildung z —
2% : Uy — U, biholomorph ist. Da g(0) = 1 ist und g holomorph ist, kénnen
wir eine Umgebung Uy von 0 withlen, so dafl g(Uy) C Us. Es sei ¢ : Uy — Uy
die lokale Umkehrabbildung von z — 2. Da (¢ o g)(0) = 1 ist, hat

hz) =z (pog)(2)

im Punkt 0 eine einfache Nullstelle. Es gilt

Zk|1:k750.

und damit ist der Satz bewiesen. O
Wir betrachten nun die Abbildung

f:C¢ —- C

Z*—>Zk.

Es sei daran erinnert, dafl es fiir jedes £ > 1 genau k& Wurzeln von 1 gibt,
die sogenannten k-ten Einheitswurzeln. Diese sind

2min

(n=e*t ,n=0,....,k—1.

Entsprechend hat die Abbildung f(z) = z* die Eigenschaft, da 0 nur
ein Urbild hat, wihrend alle anderen Zahlen k Urbilder haben. Ist z = re'¥
mit r > 0, sind diese durch

zn:%e%gn, n=0,....,.k—1

k

gegeben. Man sagt dann, daB f(z) = 2" eine iiber 0 verzweigte Uberlagerung

mit Bldtterzahl k ist.

Satz 4.10 (Satz iiber die lokale Blétterzahl) Es sei f : U — C eine
holomorphe Funktion, die im Punkt zg eine k-fache Nullstelle besitzt. Dann
gibt es fiir jedes geniigend kleine € > 0 eine Umgebung Us von zy, so dafs

flu. :Us = {z€C;lz] <€}

fiir jeden Punktw mit 0 < |w| < & genau k Urbilder hat, wihrend (f]y.)~* (0)
zo gilt.
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Beweis. Wir kénnen wiederum ohne Einschrinkung zg = 0 annehmen. Nach
Satz (4.9) gibt es eine Umgebung U’ von zp, so dal wir |y in der Form

schreiben konnen, wobei h(0) = 0 ist und h in 0 eine einfache Nullstelle
besitzt. Insbesondere ist h lokal biholomorph, d.h. nach eventuellem Ver-
kleinern von U’ haben wir eine Umgebung V' von 0, so da h|y: : U — V'
biholomorph ist. Es sei w = h(z). Da die Abbildung w — w* eine verzweig-
te k-blittrige Uberlagerung ist, gilt dies auch fiir f(z) = (h(2))* = w*.

O

Definition Eine zusammenhingende offene Teilmenge G C C heifit ein
Gebiet.

Satz 4.11 (Identitétssatz) Es sei G C C ein Gebiet und f,g : G — C
seien holomorphe Funktionen. Falls die Menge

M ={z€G;f(z) =9(2)}
in G einen Hdufungspunkt besitzt, dann gilt f = g auf ganz G.

Beweis. Es sei zp ein Haufungspunkt von M. Dann folgt aus Satz (4.10),
dal f — g in z( eine Nullstelle unendlicher Ordnung hat. Es sei nun M’ die
Menge der Nullstellen von f — g von unendlicher Ordnung. Wir haben eben
gesehen, dafl M’ # (). Nach dem Potenzreihenentwicklungssatz (4.2) ist M’
offen. Andererseits ist M’ auch abgeschlossen in G, denn ist (f —g)(z1) # 0,
so hat f — ¢ in einer Umgebung von z; gar keine Nullstellen und hat f — g
in z; eine Nullstelle endlicher Ordnung, so hat nach dem Satz iiber die
Blatterzahl f — g in einer Umgebung von z; keine weiteren Nullstellen. Da
G zusammenhingend ist, folgt M’ = G und damit f = g. O

Das Verhalten holomorpher Funktionen unterscheidet sich damit wesent-
lich vom Verhalten von C'°°-Funktionen, wie folgendes Beispiel zeigt

0 falls x <0
-

efz% falls z > 0.

Satz 4.12 (Gebietstreue) Ist f : G — C holomorph und nicht konstant
auf einem Gebiet G, dann ist auch f(G) ein Gebiet.

Beweis. Da f stetig ist, ist f(G) zusammenhingend. Es bleibt lediglich zu
zeigen, dal f(G) offen ist. Es sei dazu wo = f(20) € f(G). Die Funktion
f(2) — wp hat in zp eine Nullstelle endlicher Ordnung k. Dies folgt aus
dem Identitéitssatz, da sonst f(z) — wg in einer Umgebung von zy gleich 0
und damit auf ganz G identisch 0 wére, d.h. f = wg. Damit folgt aber
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aus dem Satz iiber die Blitterzahl, dafl es eine Umgebung B.(wy) = {w €
C;|w — wo| < €} gibt, so da jeder Punkt w # wy in B:(wp) mindestens k
Urbilder besitzt. Insbesondere ist B:(wg) C f(G), d.h. f(G) ist offen. O

Satz 4.13 (Maximumprinzip) Es sei G ein Gebiet und f : G — C eine
nicht-konstante holomorphe Funktion. Dann besitzt f auf G kein Betrags-
mazrimum.

Beweis. Gibe es einen Punkt zp € G mit [f(z)] < |f(20)] fiir alle z € G, so
wire f(G) nicht offen. O

Satz 4.14 (Schwarzsches Lemma) Es sei
E={z€C; |2/ <1}

das Innere des Finheitskreises und f : E — E eine holomorphe Funktion
mit f(0) = 0. Dann gilt |f(z)| < |z| fir alle z € E und |f'(0)| < 1. Gibt
es einen Punkt zg # 0 mit |f(z0)| = |20| oder gilt |f'(0)] = 1, so ist f eine
Drehung, d.h. es gibt ein o € R mit

f(z) = ez

Beweis. Nach dem Potenzreihenentwicklungssatz kénnen wir f auf E in eine
konvergente Potenzreihe entwickeln, deren konstanter Term wegen f(0) =0
verschwindet, d.h.

f(z) = icnz” =z i cn?" = 2g(2)
n=1 n=1

mit g(z) = 3 ¢,2" ! Nach der Produktregel gilt f/(0) = g(0). Fiir z mit
n=1
|z| =r < 1 gilt dann
[F ()] = [2] lg(2)] = rlg(2)| <1,

d.h. )
lg(z)] < = firaller <1,|z|=r.
r

Nach dem Maximumprinzip mufl die Einschrinkung von ¢ auf den Kreis
{z € C;|z| < r} ihr Betragsmaximum auf dem Rand annehmen, d.h. es gilt

1
lg(2)| < . fir alle r < 1, |2| <.

Fiir r — 1 liefert dies |g(z)| < 1 und damit |f(z)] < |z2|. Wir nehmen
nun an, dafl an einer Stelle das Gleichheitszeichen gilt. D.h. es gibt ein

z mit |g(z)] = 1. Nach dem Maximumprinzip mufl ¢ dann konstant sein,
d.h. g(z) = €% fiir ein p € R, und damit gilt f(z) = 2", d.h. f ist eine
Drehung. O
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§5 Isolierte Singularititen

Wir wollen in diesem Paragraph die verschiedenen Typen von isolierten Sin-
gularitdten holomorpher Funktionen diskutieren und die Laurententwick-
lung herleiten.

Definition es sei U C C offen und 2y € U. Ist f : U\ {20} — C eine
holomorphe Funktion, so sagt man, f habe in zg eine isolierte Singularitit.

Definition Eine isolierte Singularitét zo heifit eine hebbare Singularitdt,
falls es eine holomorphe Funktion f : U — C gibt, die f fortsetzt, d.h.

.ﬂU\{Zo} = f

Definition Man sagt, zp sei ein Pol von f, falls zg keine hebbare Singu-
laritét ist, es aber ein m > 1 gibt, so dafl (z — 29)" f(2) in 2 eine hebbare
Singularitit besitzt. Das kleinste m mit dieser Eigenschaft heifit die Ord-
nung des Poles.

Definition Eine isolierte Singularitit, die weder hebbar noch ein Pol ist,
heifit eine wesentliche Singularitdt.

Beispiel (1) Nimmt man aus dem Definitionsgebiet einer holomorphen
Funktion isolierte Punkte heraus, so erhilt man stets hebbare Singu-
laritéten.

(2) Essei f: U — C eine holomorphe Funktion mit f(zp) # 0. Dann hat

f(2)

SRR

im Punkt zg einen Pol der Ordnung m. Zunéchst ist (z — z9)™g(z) =
f(2) holomorph fortsetzbar. Andererseits kann die Ordnung des Pols
auch nicht kleiner sein, da

lim M:oofl'jlrk:Zl.
z—z0 |z — 2o|F

Hat umgekehrt g(z) in zg einen Pol der Ordnung m, so gilt

__ I
g(Z) - (

z— zp)™

fiir eine auf U holomorphe Funktion f. Es gilt f(z9) # 0, da sonst
bereits (z — z9)™ 'g(z) eine hebbare Singularitit hitte.
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(3) f(») = sin% hat in 0 eine wesentliche Singularitét. Dies folgt aus dem
Identitatssatz, da

1 . .
f <%> =¢in2rk =0 furke?Z,

d.h. die Menge der Nullstellen von f(z) hat 0 als Hiufungspunkt.

Definition Ist f bis auf Pole auf U eine holomorphe Funktion, dann heifit
f eine meromorphe Funktion auf U.

Bemerkung Nach unserer obigen Diskussion kann man meromorphe Funk-
tion lokal stets als Briiche f = ¢g/h mit g, h holomorph und h # 0 schreiben.
Umgekehrt stellt jeder solcher Bruch eine meromorphe Funktion dar.

Laurentreihen

Definition Eine Laurentreihe um den Punkt zg ist eine Reihe der Form

o

Z en(z — 20)".

n=—oo

[e.e] oo

Man nennt »_ ¢,(z — 20)" den Nebenteil der Laurentreihe und > ¢_,(z —
n=0 n=1

20)~"™ den Hauptteil. Fine Laurentreihe heifit konvergent (absolut konver-

gent, gleichmdj$ig konvergent) in einem Punkt z, wenn sowohl Hauptteil wie

Nebenteil konvergent (absolut konvergent, gleichméfig konvergent) sind. In

diesem Fall nennt man

o0

Z con(z—20)" "+ Z cn(z — 20)" = Z cn(z — 20)"
n=0

n=1 n=-—o00

den Wert der Laurentreihe.

Bemerkung Der Hauptteil einer Laurentreihe ist also eine Potenzreihe in

o0
ﬁ. Ist L € [0, 00] der Konvergenzradius der Potenzreihe Y c_,(z—20)",
n=1

oo
so ist die Reihe > c_,(z — z9)™" absolut konvergent fiir |z — 29| > r und
n=1

n

oo

divergent fiir |z — zg| < r. In dem Gebiet |z — zg| > 7 stellt Y c_n(z—20)~
n=1

eine holomorphe Funktion dar.
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o0
Ist ferner R € [0, co] der Konvergenzradius des Nebenteils ) ¢p(2—20)",

n=0
00

so konvergiert, falls » < R ist, die Laurentreihe > ¢,(z — 29)" in dem
n=-—00
Kreisring

K, r(20) ={2€C; r < |z — 2| < R}.
/ |
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Dort stellt die Laurentreihe eine holomorphe Funktion dar. Gilt r <
p1 < p2 < R, so ist die Konvergenz in dem Bereich

Kﬂl,Pz(ZO) = {Z €Cyp < |Z - z0| < p2}

gleichméBig. Fiir |z — 29| < r oder |z — 2| > R divergiert die Reihe.

Bemerkung Konvergiert die Potenzreihe in dem Kreisring K, g(20), so
kann man dort gliedweise differenzieren, d.h. es gilt

o0

f'(z) = Z nen(z — 29)" !

n=—oo

und diese Reihe konvergiert ebenfalls auf K, r(z0).

Bemerkung Wegen des Term c_1# besitzt eine Laurentreihe im all-
gemeinen keine Stammfunktion. Ist jedoch ¢; = 0, so hat die konvergente

o0
Laurentreihe > ¢,(z — z9)™ die Stammfunktion
n=—o00
> c
n n+1
> i) (2 — 20)
n = —0o
n#—1

die in demselben Kreisring konvergiert.

o0 o0
Lemma 5.1 Es seien >, ap(z — 20)" und >, bp(z — 20)" Laurentrei-
n=-—o0o n=-—o00

hen, die beide in dem Kreisring K, r(zo0) konvergieren und dort diesselbe
holomorphe Funktion darstellen. Dann gilt fiir jedes p mit r < p < R:

o = by = / (Ldz

o — ZO)nJrl :
|z—20l=p

Beweis. Auf Grund der gleichméafligen Konvergenz diirfen wir gliedweise
integrieren, d.h. wir erhalten

1 f(2) JR k—n—1
— I AS2 A Pp— ~ )L,
2i / CEP =AY / e = 20) ’
l2—z20|=p = Pz—z0l=p
D ag(z — 20)* "7 fiir k # n eine Stammfunktion besitzt, folgt

i / 710(2) dz = L / an dz = ay.
2mi (z — zp)t1 2mi Z— 29

|z—20l=p |z—z0l=p
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Dies zeigt insbesondere auch die Eindeutigkeit a, = b,. O

Wir zeigen nun, dafl man jede holomorphe Funktion in einem Kreisring
in eine Laurentreihe entwickeln kann.

Satz 5.2 (Laurententwicklung) Es sei f in dem Kreisring
K, r(20) ={z € C;r < |z — 20| < R}

holomorph. Dann kann man dort die Funktion f in eine Laurentreihe

o0

f(Z) = Z cn(z - ZO)n

n=-—oo
entwickeln und es gilt fir jedes p mit r < p < R:
1 f(z)
= dz.
= o / (z — zp)"t! :
|z—=z0|=p

Bemerkung Wir haben bereits folgendes gesehen: falls f eine Laurent-
entwicklung besitzt, dann haben die Koeffizienten ¢,, die angegebene Form.

Beweis. Es sei z € K, p(z0). Es sei € > 0 so gewihlt, so daf der Kreis um
z mit Radius ¢ in K, r(20) liegt. Wir kénnen ohne Einschrankung zy = 0
annehmen. Dann betrachten wir die folgende Situation

\
¥

Nach dem Cauchyschen Integralsatz fiir Bilder von Rechtecken und der
Cauchyschen Integralformel gilt dann

RPN B PO ¥ (P

|(—2[=e
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Vergroflert man nun den Winkel des Segments des Kreisrings, das von ~y
umrandet wird, so erhalten wir

_ £Q) 4o 1 /()
0 = 5 | gy |
I¢[=R—p I¢|=r+p
_ 1 7€) g L /()
= 5 / C_Zd§+% / z—gdc'
I¢|=R—p I¢|=r+p

Wir verfahren dann wie beim Potenzreihenentwicklungssatz. Entwickeln wir

1 1 1

(—z Cl—%

in eine geometrische Reihe, so liefert das erste Integral den Nebenteil der
Laurententwicklung, und entsprechend erhalten wir durch Entwickeln von

aus dem zweiten Integral den Hauptteil der Laurententwicklung. O

Wie bei der Potenzreihenentwicklung kénnen wir die folgende Abschéitzung
der Laurentkoeffizienten herleiten.

Satz 5.3 Fulls auf der Kreislinie {z € C;|z— 29| = r} die Funktion f durch
|f(2)| < M beschrdnkt ist, folgt

Wir kénnen nun einen Bezug zu den isolierten Singularitdten herstellen.
Falls f in zg eine isolierte Singularitit besitzt, so gibt es ein € > 0, so dafl
f auf der Menge {z € C;0 < |z| < ¢} holomorph ist. Insbesondere ist f in
einem Kreisring zum 2y holomorph und kann dort in eine Laurentreihe

o0

f(z)= Z en(z — 20)"

n=—oo
entwickelt werden. Es gilt

(1) f hat in zp genau dann eine hebbare Singulartit, wenn ¢, = 0 ist fiir
n < —1, d.h. wenn der Hauptteil der Laurententwicklung identisch 0
ist.

(2) f hat in zp genau dann einen Pol der Ordnung k, wenn c_j # 0 ist
und ¢_; = 0 fiir [ > k, d.h. der Hauptteil ist endlich.

31



(3) f hat in zy genau dann eine wesentliche Singularitit, wenn der Haupt-
teil nicht abbricht.

Satz 5.4 (Riemannscher Hebbarkeitssatz) Es sei f eine holomorphe
Funktion, die im Punkt zy eine isolierte Singulartdt besitzt und in einer
Umgebung von zy beschrankt ist (d.h. es gibt € > 0 und ein M > 0 mit
lf(2)] < M fir alle z mit 0 < |z — 29| < €). Dann besitzt f in zy eine
hebbare Singularitdt.

Beweis. Es gilt

M
‘Cn‘gr_n
fir 0 < r < e. Fir r — 0 folgt dann ¢, = 0 fiir n < 1. O

Satz 5.5 (Casorati-Weierstrafl) Die Funktion f : U — C habe in 2z eine
wesentliche Singularitdt. Fire > 0 sei

B.(20) :={2€C; 0< |z— 2| <e}CU
die punktierte Kreisscheibe um zo. Dann ist f(Be(z0)) dicht in C.

Beweis. Wir kénnen zg = 0 annehmen. Nehmen wir an, daf§ die Aussage
des Satzes falsch ist, dann gibt es einen Punkt wg € C und ein ¢ > 0 mit

f(B:(20)) N Bs(wo) = 0
(wobei Bs(wo) = {z € C; |z —wp| < ¢} die Kreisscheibe um wg mit Radius §
ist). Wir betrachten die Funktion
1
f(z) —wo
auf der punktierten Kreisscheibe B.(zo). Nach dem Riemannschen Hebbar-
keitssatz hat h(z) in zy eine hebbare Singularitdt. Damit hat

h(z) :=

in zg entweder eine hebbare Singularitit oder hochstens einen Pol, was in
jedem Fall zu einem Widerspruch fiihrt. O

Man kann diese Aussage sogar noch verschérfen.

Satz 5.6 (Picard) Es sei f : U — C eine holomorphe Funktion, die in
zo eine wesentliche Singularitdt besitzt. Dann ist fiir jedes € > 0 entweder

f(Be(20)) = C oder es gibt einen Punkt a € C mit f(B:(z)) = C\ {a}.

Beispiel Das Beispiel f(z) = ex zeigt, dafl der zweite Fall auch tatséchlich
eintritt, da in diesem Fall 0 niemals als Wert auftreten kann.
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§6 Die Umlaufversion des Cauchyschen Integral-
satzes

Wir wollen zunéchst die Umlaufzahl eines geschlossenen Weges v um einen
Punkt a definieren. Dazu miissen wir kurz die Winkelmessung in C wieder-
holen. Es seien zg, 21 von 0 verschiedene komplexe Zahlen. Dann gibt es
genau einen Winkel ¢ mit —m < ¢ < 7, so dafl

20 ip . AL

|20l B

<1

\so

Definition Man nennt ¢ den Winkel zwischen zg und z;.

Schreibweise.
© = <20, 21)-

Es sei nun v : [tg, t1] — C eine Halbebenenkurve, d.h. es gibt eine Gerade
durch 0, so daB y([to, t1]) ganz in einer der durch diese Geraden bestimmten
Halbebene liegt. (Siehe Bild auf Seite 34.)

Fiir eine solche Kurve setzen wir

<y <1(y(to), ¥(t1))-

Es sei nun vy : [tg, t1] — C\{0} eine beliebige stetige Kurve. Dann kénnen wir
eine Unterteilung to = 79 < 71 < ... < 7, = t; finden, so dal v; = V[j,_, 7,
jeweils Halbebenenkurven sind. Wir definierern dann

n
vy := ZQ%‘.
i=1

Dieser Winkel é&ndert sich bei Verfeinerungen nicht und damit sieht man
auch, dafl < v unabhéngig von der gewéhlten Unterteilung ist, da je zwei
Unterteilungen des Intervalls [tg, 1] eine gemeinsame Verfeinerung besitzen.
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v(t1)

7(to)

Lemma 6.1 Ist v : [to,t1] — C\ {0} eine geschlossene Kurve, d.h. ist
v(to) = v(t1) dann gibt es eine ganze Zahl n mit <y = 2mn.

Beweis. Wir wihlen eine geeignete Verfeinerung to =19 < 7m... < 7, = t1
und setzen v; = |5, - und ¢; = <7;. Dann gilt

V(t0) Liorten) — 7)) _ (to)

[7(to)] (&)l yv(to)]

Also ist <<y =1 + ... + ¢, = 27n fiir ein n € Z. a

Definition Man nennt n die Umlaufzahl von v um den Punkt 0 und be-
zeichnet diese mit v,(0) := n. Liegt a € C nicht auf dem Weg ~, so definiert
man die Umlaufzahl von v um den Punkt a durch

vy(a) = vy-a(0),
wobei (7 — a)(t) = v(t) — a der um —a verschobene Weg ~ ist.

Bemerkungen (i) Die Umlaufzahl &ndert sich nicht bei Umparametri-
sierung des Weges 7.

(i) Sind 71 : [to,t1] — C und 72 : [t),t)] — C geschlossene Wege mit
v2(ty) = 71(t1), die nicht durch a gehen, so gilt

Vo (a) = Vs (a) + Uy (a).
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(iii) Die Abbildung

vy : C\([to,ta]) — Z

a — vy(c)
héngt stetig vom Punkt a ab (und ist damit lokal konstant).

Beispiel

Definition Ein Zykel ist eine endliche Summe
y=nmm+...+n, ni€Z
von geschlossenen Wegen.

Lemma 6.2 Es sei ein vy : [to, t1] — C ein (stickweise stetig differenzierba-
rer) Weg, der nicht durch den Punkt a geht. Dann gilt

1 dz
vyla) = omi | z—a

Y
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Beweis. Wir nehmen wieder ¢ = 0 an und zerlegen das Intervall [to, 1]
durch tg =19 <71 < ... < Ty = t1 s0, dafl 7‘[7%1,71] eine Halbebenenkurve
ist. Es sei a; die linear parametrisierte Strecke von ~(7;) nach v(7;)/|v(7)|
und f; der kiirzeste Kreisbogen von (1) /|v(7i—1)| nach v(7;)/|v(m)|.

¥(7i)
Y(7i-1)
Dann gilt fiir v; := yi7,_, )
/dz_/dz+/dz /dz
z—a z—a z—a z—a
Vi Q-1 Bi a;
Aufsummieren iiber alle Teilintervalle ergibt
dz dz . .
/z—a = Z/z—a :Z2mcpi = 2mivy(a).
v b B !
O

Definition Wir sagen, daf ein Weg v den Punkt a umlauft, falls v, (a) # 0
gilt.

Satz 6.3 (Umlaufversion des Cauchyschen Integralsatzes) Es sei G
ein Gebiet in C und v = > n;y; ein Zykel. Dann gilt

1
%/f(z)dz =0
5

fiir jede auf G holomorphe Funktion f genau dann, wenn ~ keinen Punkt
von C\ G umliuft, d.h. vy(a) =0 fir allea € C\ G.
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Beweis. Wir werden den Beweis hier nicht ausfithren. Die Notwendigkeit
der Bedingung v, (a) = 0 fiir alle a € C\ G ist klar, da nach obigem Lemma

gilt
dz
/z —a vy(a).

v

Die andere Richtung ist technisch schwieriger zu beweisen. Man kann v mit
sogenannten Kantenwegen vergleichen, d.h. Wegen, die stiickweise achsen-

parallel sind.

Man zeigt dann, dafl es geniigt, den Satz fiir solche geschlossenen Kan-
tenwege zu zeigen, wobei man bei dieser Reduktion den bereits bewiesenen
Cauchyschen Integralsatz verwendet. Die Aussage fiir geschlossene Kanten-
wege kann dann elementar gezeigt werden. O

Satz 6.4 (Umlaufversion der Cauchyschen Integralformel) EsseiG
ein Gebiet in C und f eine auf G holomorphe Funktion. Es sei v ein Zykel
in G, der nicht durch a € G geht und keinen Punkt von C\ G umlduft. Dann

gult
11 f(2)

21 zZ—a
¥

dz = vy(a)f(a).

Beweis. Es sei € > 0 geniigend klein und
ﬁ(t) =a+ 6627riu»y(a)t.

Dann gilt vg(a) = vy(a), d.h. v — 3 umlduft a nicht. Ferner umléuft v — 3
auch keinen Punkt von C\ G. Dann gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz

R
Z—Q
=B
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d.h.

Z—a Z—a

/ f(z) ds — / f(z) dz = 2mivg(a) f(a) = 2miv,(a) f(a).
v B
O

Bemerkung Wir haben hier nur Integrale iber stiickweise stetig differen-
zierbare Kurven behandelt. Mit Hilfe der analytischen Fortsetzung kann
man Integrale [ f(z)dz iiber stetige Wege definieren. Man zeigt dann, daf

W /f(z)dz:/f(z)dz
B v

fiir Wege (3, : [to, t1] — C mit (tg) = v(to) und [(t1) = v(t1) ist, falls sich
der Weg 3 im Definitionsbereich von f stetig in den Weg ~ {iberfithren 148t,
d.h. falls 8 und v homotop sind. Alle oben gemachten Séitze gelten dann
auch fiir stetige Wege.

§7 Der Residuenkalkiil

Wir wollen nun die oben entwickelten Techniken zur Berechnung (auch re-
eller) Integrale benutzen. Die holomorphe Funktion f : U — C habe in z
eine isolierte Singularitdt. Dann hatten wir bereits gesehen, dafl wir f in
einer Umgebung von zg in eine Laurentreihe entwickeln kénnen:

o0

f(z) = Z cn(z — 20)".

n=-—oo
Definition Das Residuum von f im Punkt zg ist definiert durch
Res,,f =c_1.

Bemerkung (i) Hat f in zg eine hebbare Singularitit, so gilt stets
Res., f = 0.

(ii) Aus der bereits hergeleiteten Integralformel fiir die Laurentkoeffizien-
ten folgt, daf fiir geniigend kleines € > 0 gilt

Res,,f=c_1 = = / f(2)dz.

2
|z—z0|=¢

Theorem 7.1 (Residuensatz) Es sei G ein Gebiet in C und f sei eine
Funktion, die bis auf isolierte Singularititen holomorph auf G ist. FEs sei
S die Menge der Singularititen von f in G. Ferner sei v ein Zykel in G,
der durch keinen Punkt von S geht und keinen Punkt von C\ G umlduft.
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Dann umlduft v nur endlich viele Punkte von S und es gilt die sogenannte
Residuenformel

% /f(z)dz = Z vy(a) Res, f.
5 a€esS
Beweis. Wir nehmen zunichst an, dafl v unendlich viele Punkte von S
umléuft. Der Abschlufl der Menge der von v umlaufenen Punkte ist kom-
pakt, also hiitte die Menge der umlaufenen Singularitéiten einen Haufungs-
punkt sg. Der Punkt sy ist nicht in G, also umléuft v den Punkt sy nach
Voraussetzung nicht. Da 1, (z) lokal konstant ist, umlduft v auch keinen
Punkt in einer geniigend kleinen Umgebung von sg, was einen Widerspruch
zur Konstruktion von sg liefert. Also ist die Anzahl der von v umlaufenen
Singularitdten endlich.
Es seien ai,...,a, die von 7 umlaufenden Singularititen. Fiir k =
1,...,7 und € > 0 geniigend klein betrachten wir die Kreislinien

Br(t) = ap + 2™t € [0, 1].

Dabei sei € so klein gewéhlt, dal keiner der Kurven (i die Menge S trifft.
Der Zykel

Fi= =Y valaw)Br
k=1
ist ein Zykel in G \ S und umléuft weder Punkte von S noch Punkte noch

Punkte von C\ G. Also gilt nach der Umlaufversion des Cauchyschen Inte-
gralsatzes, angewandt auf die holomorphe Funktion f: G\ S — C, daf§

0= /f(Z)dZZ /f(Z)dZ—in(ak)/f(Z)dz
¥ v h=t B

und daher

Der Residuensatz kann zur Berechnung (auch reeller) Integrale verwendet
werden. Man spricht dann vom Residuenkalkiil.

Definition Man sagt, daf} eine Funktion f in einer Umgebung von oo de-
finiert ist, wenn es ein R > 0 gibt, so da8 f auf der Menge {z € C; |z| > R}
definiert ist.

In diesem Fall ist die Funktion f(1/z) in der punktierten Kreisscheibe
{z € C;0 < |z] < 1/R} definiert.
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Definition Man sagt, dal f im Punkt oo eine Nullstelle der Ordnung k
(Polstelle, isolierte Singularitdt ...) hat, wenn f in einer Umgebung von oo
definiert ist und f(1/2) in 0 eine Nullstelle der Ordnung & (Polstelle, isolierte
Singularitéit . ..) besitzt.

Fiir spitere Anwendungen halten wir noch zwei Lemmata fest, die zur
Berechnung von Residuen niitzlich sind.

Lemma 7.1 Die Funktion f habe im Punkt a hochstens einen Pol der Ord-
nung k. Dann gilt

1 !
Res, f = WW(('Z —a)* f(2))a-

Beweis. Das Residuum ist gleich dem Koeffizienten ¢_; in der Laurent-
entwicklung von f im Punkt a. Die Funktion (z — a)*f(z) ist nach der
Voraussetzung holomorph im Punkt @ und c_; ist gleich dem (k — 1)-ersten
Taylorkoeffizienten in der Taylorentwicklung dieser Funktion. Damit folgt
die Behauptung aus der bekannten Formel fiir die Taylorkoeffizienten. O

Lemma 7.2 Die Funktionen g(z) und h(z) seien holomorph im Punkt a
und h(z) habe dort eine einfache Nullstelle. Dann gilt

g _ g(a)
Res, = (o)’
Beweis. Wir kénnen obiges Lemma auf die Funktion f(z) = 28 anwenden,

die in a hochstens einen Pol 1.0rdnung besitzt. Dann gilt in einer Umgebung
von a, daf

h(z) = (z —a)h (a) + %(z —a)?h'(a) + ...

also mit obigem Lemma

Resa% _ <(Z 3 a)g(2)> (a) = g(a)

O

Wir werden nun verschiedene Beispiel fiir den Residuenkalkiil diskutie-
ren.

Satz 7.3 Es sei R(z) eine rationale Funktion,die in oo mindestens von Ord-
nung 2 verschwindet und auf der reellen Achse keine Polstellen besitzt. Dann
qgilt

/ R(z)dz =2mi Y ResqR.
—00 Ima>0
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Beweis. Wir betrachten die Halbkreise

o (t) = re™ t € [0,1].

Fiir r geniigend grof} liegen alle Polstellen von R(z) mit positivem Ima-
ginérteil im Inneren dieser Halbkreise. Nach dem Residuensatz gilt

/R(z)dz+ / R(z)dz =2mi ) ResqR.

ar Ima>0

Der Integrationsweg «, hat die Lénge nr. Da R im Unendlichen eine
Nullstelle zweiter Ordnung besitzt, gilt auf der Kurve «a, die Abschitzung
|R(2)| < ¢/r? fiir r geniigend gro und eine geeignete Konstante ¢ > 0. Also
gilt

lim [ R(z)dz =0,

und damit -
/ R(x)dx = 2mi Z ResqR.
—00 Ima>0
O
Beispiel
1
R(z) = T2
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Es gilt . .
R =G 0w

d.h. R(z) hat einfache Polstellen in den Punkten a = +i. Es gilt nach
obigem Lemma, daf

1 1.
ReSiR— 52 = 757/.

Die Funktion R(z) hat in oo eine doppelte Nullstelle, da

1 1 22
R z) 1+ L T 2+1
22

in 0 eine doppelte Nullstelle besitzt. Also gilt

©o1 1

— 00

Dies kann man wie folgt verifizieren:

T

1 -
/ 722 dx = [arctanz]” , =% 7.

i

Wir werden diese Technik nun auf Funktionen der Form R(z)e** anwenden.

Satz 7.4 Es sei R(z) eine rationale Funktion, die auf R keine Pole hat.
R(z) haben im Unendlichen eine Nullstelle. Dann gilt

[e.e]

/R(x)emdx:%m' Z Res,, (R(2)e").

oo Im 29>0

Bemerkung Insbesondere erhilt man daraus, falls R reell ist:

[ R(x)coszdx = Re [ R(z)e®dr = 2rIm| > Res,(R(2)e?)

Im z9p>0

[ R(x)sinzdz = Im [ R(z)edz = 2mRe| > Res,(R(2)e?)

Im 2¢9>0

Beweis. Es seien rq,rq, s positiv. Wir betrachten ein Rechteck mit den
Bezeichnungen wie auf Seite 43.

Hierbei seien 71,72 und s so grofl gewihlt, dafl dieses Rechteck alle Pole
von R(z) mit positivem Imaginérteil enthélt. Nach dem Residuensatz gilt:

]2 R(z)e"dz =2mi Y Resy,(R(2)e’”) — / R(2)e"ds.

Im z9>0 1 +724+73
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73

V2 s

4!

P4
X X X
Y X A
X X X X
>
—T1 Y4 T2

Die Integrale auf der rechten Seite sind abzuschétzen. Wegen unserer Vor-
aussetzung, dal R in oo eine Nullstelle hat, gibt es eine Konstante C', so
daB fiir gentigend grofle r gilt:

R(z)| < |C| (Il > 7). 1)

Fiir jede komplexe Zahl z gilt

leiz‘ _ eflmz

also
. C _
/R(z)e’zdz < (r —|—’l“2);€ 5 (2)

Y2
Fiir v1(t) = ro + its, t € [0,1] gilt dann

1

2)edz| = |[ R(ry +its)elm~1)isdt

0
1

< [|R(ry + its)e'™2"t5is|dt
0

< sup |R( z)]sfe*tsdt
zem 0 1

= sup |R(2)[s [—%e*“]o
Zg%

S E(l — 6_5)

< &

ro’
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Analog zeigt man

1

/R(z)eizdz < 9
73

Es sei nun £ > 0. Wir wahlen rq,79 > 3—és, sowie s so grof}, dafl

cC _, ¢
—e < .
(r1 4+ r2) . e 3
Dann gilt
/ R(2)edz| < e.
1+72+73
Od
o
Beispiel: of rgzdr (a >0).
Es ist
o] e e} o i
cosx 1 cos T 1 e'r
—dr = ~ ———=dr = - R —d
/a2+$2x 2/a2+x2x 2 e/az—}—xe
0 —00 —00
e'* e @ s
= —7Im ( Res; = —7l =5
T m( ©Sia (z—ia)(z—{—ia)) e T 24°

Satz 7.5 Es sei R(z) eine rationale Funktion, die in oo eine Nullstelle hat
und auf R eine einfache Polstelle in a besitzt. Dann gilt

a—p ) o0 ) )
liH(l) ( | R(z)e"dx+ [ R(x)emda:> =27 Zlmzo>0 Res,, (R(z)e*?)
P=YV \ —oco a+p

+mi Resq (R(2)e™?).

Bemerkung Diese Aussage 143t sich analog auf endlich viele einfache Pole
ai,...,a; verallgemeinern.

Wir beweisen zunéchst das Folgende:

Lemma 7.6 Es seia ein einfacher Pol von f und v, (t) = a+re™ 0 <t <
1. Dann gilt

r—0

lim [ f(z)dz = miRes, f.
/

Beweis. Laurententwicklung um den Punkt a ergibt eine Darstellung

f(2) = ——+g(2)

zZ—a
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wobei g(z) eine holomorphe Funktion und ¢ = Res,, f ist. Es gilt

/f(z)dz —/Zciza +/g(z)dz—m’c—i—/g(z)dz.
Tr

Yr Yr Yr
Fiir » — 0 ergibt sich damit der Wert

lim / f(2)dz = mic = wiRes, f.

r—0
Tr

Beweis des Satzes: Wir betrachten ein geniigend grofies Rechteck

V2
<«

18

73 Y X A M

X X X X
Yp

. N

a—p a a+p ro

—T1

Damit gilt nach dem Residuensatz

a—p T2
/R(z)eizdz—l— / R(z)eizdz—/R(z)eizdz—%Ti Z Res,, (R(2)e"?)
Zr atp Yo Im 29p>0
= / R(z)e*dz.
Y1t+y2+73

Beim Grenziibergang geht die rechte Seite dieser Gleichung gegen 0. Damit
folgt die Behauptung sofort. O
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w .
Beispiel [ #2Zdg.
—o0

oo —-P . o .
J #22dr = lim ( J %dl‘—i—f%dx)
p

N p—0 \ _
b T T
_ : e e
= ;1[[01 Im _f le“F f[ TdZL‘

= Im (m' Resg (%)) = Im(7i) = .

Bemerkung Esseir € Ry U{co} und f eine reelle Funktion, die in a € R
eine Polstelle besitzt. In manchen Féllen existiert das Integral

a—¢& T T
IiII(l) / f(x)dx + / flz)dz | =: P/f(x)dx,

- ate -
ohne da§ [ f(z)dz im eigentlichen Sinne existiert. Man nennt dann diesen

Grenzwert den Hauptwert (oder Cauchy-Hauptwert des Integrals). In diesem
Sinn kann man den obigen Satz wie folgt formulieren:

P/R(x)e”dszm’ Z Res,, (R(2)e"*) 4 i Res, (R(2)e'?).
“00 Im 2o >0

Beispiel Es sei f(z) = 1. Dann ist

—& T

1 1
/—dx—l—/—dx:O.
T T
Andererseits ist
—e1 r
[ lde+ [Ldr = [n(—a)]=5 + (@),
—r )
= In(e;) —In(e2)
= In i—;

Diese Funktion hat fiir €1,9 — 0 keinen Grenzwert.

Bei dem oben gerechneten Beispiel existiert jedoch das uneigentliche In-
tegral, da der Integrand beschrénkt ist.

Fiir das weitere benétigen wir den Logarithmus. Wir betrachten die
sogenannte geschlitzte Ebene

G:=C\{z;2z>0}.
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Vj ¥

Mittels Polarkoordinaten hat jeder Punkt z € GG eine eindeutige Darstellung
z =re? (0<r;0<v<2m).
Definition logz := logr + 9.
Bemerkung (i) !o8% = elogm W — i — 5
(ii) Die e-Funktion ist lokal umkehrbar, damit ist log z holomorph.
alogz

Definition z%:=c¢

Satz 7.7 Sei 0 < a < 1. R(z) sei eine rationale Funktion, die bei co von
mindestens 2. Ordnung verschwindet. In 0 sei R(z) holomorph, oder habe
einen Pol 1.0rdnung. Ansonsten habe R(z) keine Pole auf der positiven
reellen Achse. Dann gilt

T omi .
/x R(z)dx = 1T o2mia Z Res,, (27 R(2)).
0 2070

Beweis. Wir betrachten ein Gebiet der folgenden Form, das alle Pole bis auf
0 enthilt
Nach dem Residuensatz gilt fiir v =y, 4+ ... + y4:

/zO‘R(z)dz = 27 Z Res,, (2 R(2)).

5 2070
Nun gilt, da R(z) in oo eine Nullstelle von Ordnung mindestens 2 hat
/ZQR(Z)dZ <2rr-c-r*2 0
V2
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falls e — 0,7 — oo. Hierbei ist ¢ eine geeignete Konstante und r der
Radius des Kreises auf dem der Weg ~» liegt. Da R in 0 hochstens einen
Pol 1. Ordnung hat, gilt wiederum fiir eine geeignete Konstante C, dafl
|R(2)| < % in der Ndhe von 0. Also gilt dort, da a > 0

/ZQR(Z)dZ <2mp-Cp*t=271Cp* — 0
"4

falls €, p — 0. Ferner gilt

lim zaR(z)dz:/zaR(z)dz.

e—0
71 14

Schliefflich gilt noch fiir z = z — i¢

hm(:c o iE)a — lim % logz _ ea(log T+2mi) _ xaeQTrwc‘
e—0 e—0

Damit folgt

r

lir% 2*R(z)dz = —e2ﬂia/zaR(z)d2.
73 P

Zusammen erhalten wir

(1- 62”‘“) /;UO‘R(JJ)d:B = 27 Z Res,, (2“R(2)).
0

2070
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Beispiel R(z) = z(%

Also hat man
0 . .
/ x® 2mi (—em”) _ 2mi o
(x + 1 (1 — e2mia) o emia _ e gin oy
0

Satz 7.8 Es sei eine R(x,y) eine rationale Funktion, so daf$ die Funktion
R( (z+ ), 22(2 — l)) auf dem FElinheitskreis keine Pole oder wesentlichen

z

Smgulamtaten hat. Dann gilt

2T

. B 1 1 1.1, 1
/R(cosﬂ,smﬁ)dﬁ =27 | %;1 Res;, <;R(§(z + ;), Z(z — ;)))
0 20

Beweis. Es gilt
1, . . 1, . .
cosz =5 (e” + 677’2) ,sinz = % (e“‘ — e*”‘) )

Also gilt fiir den Integrationsweg (t) = e':

2w 2
‘of R(cos¥,sind)dy = bf R (5(e" +e7), - (e — e7™)) dt
d
- {7 RGe D Fe- )
zZl=
= 27r| |Z<1ResZO ( R(%(z—i— %), 2%(2 é)))
20
O
Beispiel Es sei a > 1
™ 27
/ dt 1/ 1 dz
a+cost 2) a+cost 2 a—i—% 2
0 0 |z|=1
1 / dz
o (22 +2az+1)"
|z|=1

Nun ist
(22 +2az4+1) = (2 — 21)(2 — 22); 2190 = —a+Va® - 1.

Also gilt, da |z1] < 1, |z2| > 1:

™

dt 1 1
/ — = 27Res,, =2m = LI
a+ cost (z —21)(2 — 22) 21 — 29 a2 —1

0
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§ 8 Die Riemannsche Zahlenkugel

Wir untersuchen zunéichst Geraden- und Kreisgleichungen in der komplexen
Ebene C = R2.
Geradengleichungen

Die Parameterdarstellung einer Geraden durch zwei Punkte z; # z5 € R
lautet

z =2z +1t(22 — 21), teR. (2)
5 =
Y
X 5
P
X >
1
Der reelle Vektor
. zZ9 — 21
|20 — 21

ist der normierte Richtungsvektor dieser Geraden. Aus (1) erhélt man durch
Umformung die Gleichung

zZ—21

|22 — 21
und Multiplikation mit 7 ergibt
Z— 2 _
——F =t 3
P (3)

Da die rechte Seite von (2) reell ist, ist diese Gleichung dquivalent zu
Im(5(z — 1)) = 0. (1)

Da zudem Multiplikation mit 7 einer Drehung um 7/2 entspricht, definiert
¢ = iy einen Normaleneinheitsvektor der Geraden. Die Gleichung (3) wird
dann wegen ¥ = —id = id zu

Im(i6(z — 21)) = 0,
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bzw. zu

Re(6(z — 21)) = 0.

Setzt man
p:=Redz,

so wird dies gerade zu
Redz = p,

bzw. B
0z+0z—2p=0.

Mit z = x + iy schreibt sich dies auch als
(6 +8)x + (i0 —id)y — 2p =0

bzw.
Red-z+Imé-y—p=0.

Dies ist die Hessesche Normalform.

Kreisgleichungen

Wir betrachten die Gleichung
azz+az+az+b=0; abeR, D:=aa—ab>0. (5)

Fiir a = 0 stellt dies eine Geradengleichung dar. Fiir a # 0 kann man dies,
wie direktes Nachrechnen sofort zeigt, in der Form

« G ot — ab D
(+2) (D) =252 -2
a a a a

schreiben, bzw.
VD

(0%
3] 2
al  |al

Dies ist ein Kreis mit Mittelpunkt —a/a und Radius v/D/|a|. Ist D < 0, so
beschreibt diese Gleichung die leere Menge.

Die erweiterte Zahlenebene C
Wir definieren die erweiterte Zahlenebene durch
C := CU {o0}.

Mit Hilfe der stereographischen Projektion kann man die erweiterte Zahlen-
ebene C mit der Einheitssphére

5% = {(331,963,933) S R3;x% + x% + ;,;% — 1}
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N = (0,0,1)

1-Gs
(¢1,¢2,¢G3) =P
(3
lea $2) ]RQ —C
Man definiert dann
T SQ — @
w@@mmz{gwm flls P = (G1,G2.G) # (0.0.1)

Der Projektionsstrahl durch die Punkte N und P hat die Parameterdar-
stellung

0 G
z= 0| +¢ G2
1 (3—1
Fiir t = 1/(1—(3) erhélt man in der dritten Koordinate gerade 0, und damit
G (o
p— pu— . 6
nETS PTG ©)
Um die Umkehrabbildung explizit anzugeben, betrachten wir
z:x1+ia:2:ﬁ+i§2 S GG
1—G 1-¢s

Wegen (? + (2 + (3 = 1, folgt daraus

Grg _1-¢ 146
1-G)?2 (1-G)2 1-G

2z =

bzw.

1+ 2z=

1—¢s
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und damit

zz—1
G zzZ+1 ®)
Damit erhélt man mit Hilfe von (5) und (6)
1-— C3 zZ+Zz
= 2 =
S R ©)
und analog
i(z—2)
= . 10
= ) (10)

Eine Bemerkung zur Topologie

Man kann C mit einer Topologie versetzen, indem man eine Umgebungsbasis
des Punktes co durch die folgenden Mengen definiert:

Us(0) :={2 € C;|z| > %} U{oo}, e>0.

Damit wird 7 : C — S? ein Homéomorphismus. Insbesondere wird C zu
einem kompakten Hausdorffraum.

Satz 8.1 Unter der stereographischen Projektion ™ werden Kreise auf S% in
Kreise oder Geraden in R? abgebildet.

Beweis. Ein Kreis auf S? entsteht als Schnitt mit einer Ebene
aCi + b2 + (3 = p. (11)
Dabei kénnen wir a, b, ¢ so wihlen, da a®+b%+c? = 1 gilt. Der Durchschnitt
mit der Sphére ist genau dann nicht leer und von einem Punkt verschieden,
falls der Abstand dieser Ebene vom Ursprung kleiner 1 ist, d.h. falls p? <
1 =a?+b%+ ¢ Setzt man (7), (8) und (9) in die Gleichung (10) ein, so
erhilt man nach Multiplikation mit 1 4+ zZz die Gleichung
alz+zZ)+bi(z—2)+c(zz—1) =p(zz+1),

bzw.

(c—p)zz+az+az—(c+p) =0mit a = a + ib.

Dies ist eine Geradengleichung, falls ¢ = p gilt, ansonsten eine Kreisglei-
chung, da

D=aa+(c—p)ct+p)=a®>+b?+c —p*>0.
O

Bemerkung Der Beweis zeigt auch, dafl Kreise durch den Nordpol N auf
Geraden gehen.

Bemerkung Die stereographische Projektion ist winkeltreu.
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§9 Mobiustransformationen

Fiir jede invertierbare Matrix

betrachten wir die Abbildung

pa:C—C (12)
(2) = az+b
palz) = cz+d

Damit diese Abbildung wohldefiniert ist, miissen wir ferner eine Aussage
iiber das Bild des Punktes co machen. Wir setzen

% falls ¢#0
pa(o0) '_{ oo falls ¢=0.

Aus der Definition sehen wir auch sofort, dal zwei Matrizen A und AA mit
A # 0 dieselbe Abbildung liefern.

Definition Die Abbildung ¢4 heifit eine Mobiustransformation (gebrochen
rationale Transformation).

Satz 9.1 (i) Fir zwei Matrizen A, B € GL(2,C) gilt
¥B O YA = PBA.
(ii) Die Abbildung pa ist bijektiv mit Umkehrabbildung (¢a)~! = o 1.

Beweis. Es geniigt, (i) zu zeigen. Dies kann man direkt nachrechnen. Mit
a b a v
=0 a)e-( o)

(pBowa)(z) =B <Zjiz>

gilt ndmlich

_ a'% +V  d(az+b)+V(cz+d)
Cooaztb g daz +b) + d(cz + d)

cz+d
= ¢Ba(2).

_ (da+Vc)z+ (a'b+1Vd)
~ (da+dcd)z+ (db+dd)

O

Korollar 9.2 Die Mobiustransformationen bilden beziiglich der Hinterein-
anderschaltung eine Gruppe.
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Wir betrachten nun folgende spezielle Typen von Mobiustransformationen:

(1) z—2z+d (c=0,a=24d)
(2) z+—dz (b=c=0)
(3) z—1 (a=d=0,b=c)

Satz 9.3 Die speziellen Mdébiustransformationen vom Typ (1), (2) und (3)
erzeugen die Gruppe aller Mobiustransformationen.

Beweis. Es sei

az+b
palz) = cz+d
Ist ¢ = 0, so wird dies zu
a b
(pA(Z) = EZ + E

und wir kénnen diese Abbildung als eine Hintereinanderschaltung von Ab-
bildungen vom Typ (1) und (2) darstellen. Ist ¢ # 0, so rechnet man sofort

nach, daf3
az+b a ad — be

palz) = cz+d:E_c(cz+d)'

Aus dieser Darstellung folgt die Behauptung unmittelbar. O

Die speziellen Mobiustransformationen haben die folgende geometrische Be-
deutung: (1) ist eine Translation, (2) ist eine Drehstreckung und (3) ist eine
”Spiegelung am Einheitskreis”. Man kann nidmlich (3) auch so beschreiben.
Ist z = re’®, so ist

Dies sieht wie folgt aus:

z =re'¥
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Satz 9.4 Mobiustransformationen sind winkeltreue Abbildungen.

Beweis. Es gniigt, dies fiir Erzeugende der Gruppe der Mdbiustransforma-
tionen zu zeigen, d.h. fiir spezielle Mobiustransformationen vom Typ (1),
(2) und (3). Fiir (1) und (2) ist dies klar, fiir (3) folgt dies aus der oben
gegebenen geometrischen Beschreibung. Die Abbildung z +— 1/z erhilt den
Betrag der Winkel, dndert aber die Orientierung. O

Satz 9.5 Jede Mobiustransformation fiihrt die Menge der Geraden und Krei-
se in sich tber.

Beweis. Auch hier geniigt es, dies fiir die Typen (1), (2) und (3) zu zeigen.
Fiir (1) und (2) ist dies aus geometrischen Griinden klar. Alle Geraden und
Kreise lasssen sich durch eine Gleichung der Form

azZ+az+az+b=0; a,b €R, ac—ab>0
beschreiben. Setzt man w = 1/z und multipliziert mit ww so erhélt man

bww + aw + aw+a =0; a,b e R, aa—ab> 0.

Das Doppelverhiltnis

Fiir vier reelle Punkte

A B C D
X X X X

wird das Doppelverhiltnis durch

DV (A,B,C,D) := % : g—g

erklart. Entsprechend definiert man das Doppelverhdltnis von vier (verschie-
denen) Punkten z1, 29, 23, 24 € C durch

Z1 — k3 21 — 24

DV (z1, 29,23, 24) := : )
29 — 23 22 — 24

Das Doppelverhéltnis hingt von der Reihenfolge der Punkte ab. Permutiert

man diese, so ergeben sich die 6 (nicht notwendigerweise verschiedenen)

Werte ) ) N a1
AITA TR TT
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Satz 9.6 Mdbiustransformationen erhalten das Doppelverhdltnis. D.h. ist
pa eine Mobiustransformation und sind z;;1 = 1,...,4 vier verschiedene
Punkte in C mit Bildpunkten w; = @ A(z;), so gilt

DV(Zl, 22423, 24) — DV(wla w2, W3, w4)'
Beweis. Ist A = @ b so gilt
. - c d 9 g

azp+b az+b
czr+d  cz+d

Wi — Wy =

ad — be

- (azg + d)(cz + d) (2 — ).

Hieraus erhalt man
(ad — bc)?

T (21 — 23) (22 — 24)
[1 (czx + d)
k=1

(w1 — w3) (w2 — wy) =

und entsprechend

ao — 0c 2
(w2 — ws3) (w1 —wy) = ib—b>(z2 — 23)(21 — 24),
kl;[l(czk +d)

Division dieser beiden Gleichungen liefert dann unmittelbar
DV (wy, we, w3, ws) = DV (21, 22, 23, 24).
O
Satz 9.7 Sind 21,29, 23 und wy,ws,ws je drei verschiedene Punkte in C,
dann gibt es genau eine Mébiustransformation @ mit ©a(z;) = w;,i =

1,2,3.

Beweis. Es geniigt, dies fiir z; = 00,20 = 0 und z3 = 1 zu zeigen. Ist
a b .
A= <c d)’ S0 ist
a b a+b

pa(o0) =2, pa®)= 3, ¢a(l) =20

Wir wihlen zunéchst a,c,b,d € C, so dafl

a b

= Wi, EZWQ
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gilt. Da wy # wo folgt sofort, daf3

A= (‘z Z) € GL(2,C).

Multipliziert man a, ¢ mit einem Skalar A\ # 0, so bleibt a/¢ = w; erhalten.
Wir wollen A so wihlen, dafl

a/\+b_
eA+d

wa(l) = wa.

Dies ist dquivalent zu
AMa — cws) = dwg — b.

Da w; # we = a/c ist a — cws # 0 und diese Gleichung a8t sich nach A
auflosen. Dieser Beweis zeigt auch, dafl a, b, ¢, d bis auf einen gemeinsamen,
von 0 verschiedenen, Faktor bestimmt sind, und damit ist ¢4 eindeutig
bestimmt. a

Die projektive Gerade

Der n-dimensionale projektive Raum wird wie folgt definiert. Auf C"*1\ {0}
fithrt man eine Aquivalenzrelation ein durch

x ~7y:&x=\yfiirein A e C*
und setzt dann
P"(C) = (C™1\ {0})/ ~.

Damit entsprechen die Punkte von P"(C) eindeutig den Ursprungsgeraden
in C"*1. Jede solche Gerade ist durch einen erzeugenden Vektor

To

x=| : |, nicht alle z; =0

L,

bestimmt. Bezeichnet man den zugehorigen Punkt in P*(C) mit P, so

schreibt man
P=(zg:21:...:2y).

Man nennt (xo : ... : x,) die homogenen Koordinaten von P. Diese sind
nur bis auf einen gemeinsamen, von 0 verschiedenen, Skalar festgelegt. Man
nennt P1(C) die komplexe projektive Gerade. Durch die Abbildung

P{(C) — C
(xo:x1) — mo/x1
kann man P!(C) mit C identifizieren. Dabei entspricht der Punkt (1 : 0) €
PY(C) dem Punkt oo € C.

Unter dieser Idenfikation wird die Gruppe der Mobiustransformationen
auf C mit der Gruppe der Projektivititen von P!(C) identifiziert.
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